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1 Changement de numéraire

1.1 Motivation

Autre point de vue : exprimer les prix non pas en Euros, mais en Dollars, en

nombre de zéro-coupons d’échéance T'...

Définition (abstraite). Un numéraire est une référence monétaire dont la

valeur en Euros est un processus d’It6 strictement positif :

dXt = Xt bixdt -+ Xt U;det.

w Marché dans le numéraire X, ou simplement X-marché : si S; est la valeur

en Euros d’un actif a 'instant ¢, sa valeur dans le X-marché est f(—i

Exemples.

— Numéraire cash : X; = exp( fot rsds) (1€ capitalisé au taux sans risque).
— Numéraire cash étranger : change dollar-euro 1$ = X, € .
— Numéraire forward de la date T : X; = B(¢t,T).

— S-marché. Prendre le titre S comme numéraire.
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1.2 Premiéres propriétés

Questions

— (Que deviennent les stratégies autofinancantes dans le X-marché?

— Que devient la dynamique des titres dans le X-marché?

Proposition. La notion de stratégie autofinancante est invariante par

changement de numéraire

PRrREUVE. Il suffit de remarquer que, pour un portefeuille autofinancant

d . .

Vi &S Vi \ Tto = i o[ St
=iy d4(5)EXaa(g)

i=0
]
Proposition. L’actif S* dans le X-marché a pour (vecteur) volatilité o — o;*.
(Ut
PREUVE. Provient de la formule (voir cours 6) ( tt> =4l _ 4% 4 [ ]d¢ O]

(%) ~
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2 Regle de valorisation dans un autre numéraire

Cas important : lorsque le numéraire X est un portefeuille autofinancant.

rsds

t . s
Exemples. Le cash elo en € , une action en € , un zéro-coupon en € .

2.1 Numéraire et changement de probabilité

Soit X; la valeur, supposée strictement positive, d’un portefeuille autofinancant.

rsds correspond & sa

» La valeur de X exprimée dans le numeéraire cash elo
valeur actualisée e~ Jo rsds X,

» Le numéraire cash est donc associé a la mesure risque-neutre Q :
e~ Jo rsds X, est une Q-martingale.

» La dynamique de X peut s’écrire

dX
—* =rdt + o dW,
Xy

avec W un Q-MB et pour une certaine volatilité (en général, aléatoire) o;*.

Cela donne X; = Xjexp (fg o dW, + f(f (rs — %|O’§|2)d8).
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Proposition (Probabilité risque-neutre du X-marché).

0

1. Le processus L; = e~ Jo r=ds L =exp <f(f oXdW, — %fot |0§|2ds) définit
donc une Q-martingale avec Eg[Lr] = Lo = 1.

2. La probabilité Q% définie par sa densité par rapport & Q

dX
|

est telle que WA = X)Tds est un Q*-mouvement brownien.
t O

3. Siun actif risqué Y en € a pour dynamique

dY;
— = dt + o) dW,
Y

alors la valeur Y, = Xt dans le numéraire X a pour dynamique

dy*
Yé{ = [0} — o AW}
t

En particulier : le processus Y;* est une martingale sous Q-*.
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2.2 Application au pricing

Quelle régle de valorisation dans le X-marché? » Valorisation risque-neutre mais

adaptée au numéraire

Théoréme. Avec les notations précédentes, le prix comptant C;* (®7) a la date ¢
dans le numéraire X d’un flux & réplicable est égal a

Ci(Pr, T o
Cg(q)T,T) = t(XCZ; ) :E@X [X—Z‘th] .

En d’autres termes : les prix dans le numéraire X sont des Q*-martingales.
Remarques.

1. Rappel : La probabilité risque-neutre Q est associée au numéraire cash
X, = exp(f(;E r.ds) (QF = Q).

2. Le théoréme ci-dessus fournit une régle de calcul : dans certains cas,
I'espérance Egx sous QX peut étre plus simple & calculer que l'espérance Eq

sous la mesure risque-neutre.

: . dy X
Pour les calculs de prix sous Q°, utiliser que thx = [0} — o7 |dW;~.
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2.3  Un cas particulier : la probabilité forward-neutre Q'

Exemple important ou le numéraire est le zéro-coupon d’échéance 1’ :
X, =BtT), Q*=0Q%, o =IT1),

ot I'(¢,T) est la volatilité en ¢t du zéro-coupon de maturité 7.

Ci(D7p, T
Alors puisque B(T,T) =1, on a C’tX(CI)T, T) = g(tT%) )

= Eqr [®7|F] .
Remarques.

— Evite le probléme du facteur d’actualisation (éventuellement aléatoire)
-/ Ty, ds
e Je .

— Donne directement le prix forward du flux &, d’échéance T :
CH Dy, T) = Fy(dp,T).
— Pour calculer le prix, besoin de la dynamique des prix forward des
sous-jacents. Mais

— Un prix forward (réglé en T') est une Q! -martingale
— On a donc besoin juste de la vol du prix forward (X — ?(t, T))
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2.4 Formule de Black (avec taux d’intérét stochastique)

Théoréme. En notant X; = B(t,T) et en supposant les dynamiques

dB(t,T
B(SE,T)) = rydt + D¢, T)dW; - sous Q
et ds
?t = rydt + o, dW;  sous Q,
t

alors si la différence I'(t,T) — o; est déterministe, le prix d’un Call de strike K

sur S vaut
Ct((ST — K)+7T) — StN<d1<t)> o KB<t7T) N(dO(t))
ot di(t) = ds (T —t,S;, KB(t,T),05° = 5t,T), analoguement pour dy(t), et

oo =/ ) low —T(s,T)|2ds.
» L’option se couvre avec 'achat de N (dy(t)) actifs S; et la vente de KN (dy(t))
zéro-coupons B(t,T).

Autre exemple : option d’échange (St — KS%).. Utiliser le numéraire S2.
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2.5 Appendice : quelques résultats sous-jacents en calcul

stochastique

1. Si H; est une Q-martingale positive et Hy = 1, alors % = H,; définit une
Fi

nouvelle probabilité Q.

2. Formule de Bayes pour ’espéance conditionnelle : pour toute variable

aléatoire Zp-Fr mesurable

1
E@ [ZT ‘ Ft] — EEQ [HTZT ‘ Ft] .

SIS

3. M est une Q-martingale si et seulement si %+ est une @—martingale
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